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黏弹性板水弹性响应的非线性分析
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摘 要:通过将超大型浮式结构物(averylargefloatingstructure,简称VLFS)模拟为黏弹性

薄板,本工作对VLFS的非线性水弹性响应进行了解析研究。运用同伦分析方法(thehomo-
topyanalysismethod,简称HAM),计算出速度势和板挠度的近似迭代解,并根据计算结果着

重探究了几个重要的物理参数对黏弹性板形变的影响。结果发现:黏弹性板的挠度随着黏弹

性时间、杨氏模量和板厚度增加而减少,而板挠度随着入射波波幅的增加而增加。最后,还对

非线性色散关系和波幅之间的联系进行了探讨。
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Abstract:Thenonlinearhydroelasticrespondofaverylargefloatingstructure(VLFS),

whichismodeledasathinviscoelasticplate,isstudiedanalytically.Withtheaidoftheho-
motopyanalysismethod(HAM),wederivetheiterativesolutionsofthevelocitypotential
andtheplatedeflection,andconsidertheinfluencesofseveralimportantphysicalparameters
ontheviscoelasticplate.Itisfoundthatthedeflectionoftheviscoelasticplatedecreases
whentheretardationtimeoftheplate,Young'smodulus,andthethicknessoftheplatein-
crease.Whilethedeflectionincreaseswithanincreasingwaveamplitudeoftheincidentwave.
Further,theconnectionbetweenthenonlineardispersionrelationandthewaveamplitudeis
alsodiscussed.
Keywords:viscoelasticplate;homotopyanalysismethod(HAM);nonlinearhydroelasticity

  超大型浮式结构物(averylargefloatingstruc-
ture,简称VLFS)主要包括人造的浮式结构物和大

面积浮冰,人造的浮体常被用于建设海上机场、储存

设施或风力涡轮机发电厂等。VLFS显著几何特征

是水平尺度远远大于垂向尺度,因此在VLFS的动

力特性的研究中,通常将其模拟为薄的弹性板或者
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弹性梁。在海洋环境中,考虑结构物与流体之间的

相互耦合作用。采用最新的水弹性理论,建立能反

映水动力、惯性力和弹性力耦合作用的动力学方程。
目前,VLFS水弹性响应的理论研究主要集中

在小波幅线性理论的框架内。而且在少数关于非线

性水弹性响应的研究中,研究人员大多采用各种依

赖于小物理参数的方法比如摄动法。虽然这些非线

性水波方程的研究已经取得了很多成果,但这些依

赖于小物理参数的方法在面对强非线性问题时往往

会失 效[1]。为 了 解 决 强 非 线 性 的 水 波 问 题,LI-
AO[2-3]提出了不依赖于小物理参数的同伦分析方

法(thehomotopyanalysismethod,HAM)。运用

该方法 WANG和LU[4]研究了弹性板的非线性水

弹性响应,并分析了几个重要物理参数对于板挠度

的影响。WANG和LU[5]还运用 HAM 研究了双

层流体的密度比和深度比、板的杨氏模量和厚度对

于双层流体中水弹性行进波的影响。
以上提到过 的 成 果 都 将 VLFS模 拟 为 弹 性

板[6]。但因为黏弹性模型能更好地体现现实材料的

物理特性,所以部分研究人员开始基于黏弹性模型

研究VLFS。LI和LU[7]运用傅里叶变换解析研究

了黏弹性板下弯曲重力波的变化,结果表明匀速直

线运动存在速度阈值,而亚临界速度的波阻为零。

POGORELOVA[8]研究了有多个外部载荷的黏弹

性板问题,并分析重要参数对波高的影响。最近,

XUE等[9]运用边界积分方法研究了黏弹性冰层的

水弹性响应,根据计算结果分析冰厚、导程宽度和载

荷特性对载荷速度的影响。
目前,绝大多数学者将 VLFS模拟为弹性板。

因为VLFS的建筑材料具有一定的粘性,所以有必

要在数学模型中引入黏弹性项。本工作一方面是构

建具有黏弹性项的非线性边界条件,另一方面是用

不依赖于任何物理小参数的HAM方法对非线性模

型进行近似解析计算。通过计算结果重点分析了板

形变与重要物理参数的相互关系,为在复杂海况中

VLFS的水弹性响应提供理论依据,并为 VLFS的

安全建造以及维护提供帮助。

1 数学模型

本工作考虑二维情形下在深水表面的黏弹性薄

板的非线性水弹性响应问题。建立直角坐标系

oxz,其中oz轴以垂直向上为正,ox 轴与静止时水

面重合,水平向右为正。无限长弹性板漂浮在水面

上,板的厚度为d,吃水为0,如图1所示。

图1 坐标示意图

Fig.1 Coordinate

  假设流体是无黏的、不可压缩的且运动是无旋

的,则速度势存在且满足Laplace方程

Δ

2ϕ=0,z≤ζ(x,t)。 (1)
其中ϕ(x,z,t)是速度势,ζ(x,t)是漂浮板的挠度。

控制方程满足以下三个边界条件,其中底部边

界条件为

􀆟ϕ
􀆟z=0

,z=+∞。 (2)

运动学边界条件和动力学边界条件为

􀆟ζ
􀆟t+

􀆟ϕ
􀆟x

􀆟ζ
􀆟x-

􀆟ϕ
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,z=ζ(x,t), (3)
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,z=ζ(x,t)。 (4)

其中D=Ed3/[12(1-υ2)]是板的抗弯刚度,E 是

杨氏模量,υ是泊松比,d 是板厚度;τϕ=ζ/E 是黏

弹性松弛时间;M=ρed 是板单位面积的质量,ρe 是

板密度。
根据行波法,引进一个自变量变换

X=kx-ωt, (5)
其中k和ω 分别是波数和频率。根据式(4),得到

ϕ(x,z,t)=ϕ(X,z)ζ(x,t)=ζ(X)。将式(5)代入

到式(1),同时选择k、ρ和g 作为基础变量,对结果

进行无量纲化,则可以得到无量纲化的控制方程

Δ

2φ=0,z≤ζ(X)。 (6)
将式(5)代入到式(2)~(4),同时进行无量纲化,可
以得到无量纲化的底部边界条件、运动学边界条件

以及动力学边界条件
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,z=-∞。 (7)
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2 同伦分析方法

基于同伦分析方法,分别建立ϕ(X,z)和ζ(X)
相应的同伦Φ(X,z;q)和η(X;q),构建零阶形变

方程

(1-q)L1[Φ-ϕ0]=c0qN1[Φ,η],z=η。
(10)

(1-q)L2[η-ζ0]=c0qN2[Φ,η],z=η。
(11)

其中ϕ0(X,z)和ζ0(X)是速度势ϕ(X,z)和板挠度

ζ(X)的初始猜测解。c0 是非零控制收敛系数,q∈
[0,1]是嵌入系数。当q 从0连续地增加到1时,
Φ(X,z;q)从初始猜测解ϕ0(X,z)连续变化到精确

解ϕ(X,z),η(X;q)从初始猜测解ζ0(X)连续变化

到精确解ζ(X)。
根据无量纲化的运动学和动力学边界条件(8)

以及(9),可以得到非线性微分算子N1[Φ,η]和N2

[Φ,η]

N1[Φ,η]=-ω
􀆟η
􀆟X+

􀆟Φ
􀆟X
dη
dX-

􀆟Φ
􀆟z
, (12)

N2[Φ,η]=D(
d4η
dX4-τϕω

d5η
dX5)+Mω2 d

2η
dX2+

F-ω
􀆟Φ
􀆟X+η

, (13)

其中

F=
1
2
(􀆟

2Φ
􀆟X2+

􀆟2Φ
􀆟z2

)。 (14)

提取非线性算子中对应的线性项,可以得到两个辅

助线性算子

L1[Φ(X,z;q)]=
􀆟Φ
􀆟z
, (15)

L2[η(X;q)]=η+
d2η
dX2+

d4η
dX4, (16)

其中Ln[0]=0,n=1,2。
现将Φ(X,z;q)和η(X;q)扩展成关于q 的麦

克劳林级数

Φ(X,z;q)=ϕ0(X,z)+∑
+∞

m=1
ϕm(X,z)qm,

(17)

η(X;q)=ζ0+∑
+∞

m=1
ζm(X)qm , (18)

其中

{ϕn(X,z),ζn(X)}=
1
m!

􀆟m

􀆟qm{Φ(X,z;q),

η(X,q)}|q=0。 (19)
将式(17)和(18)代入到零阶形变方程组(10)和
(11),使方程两边q的同次幂系数相等,得到高阶形

变方程组。由于此方程组为线性方程组,可在数学

软件 Mathematica中运行代码求解。
此外,根据LI和LU[7]文章中的色散关系,可

以得到如下无量纲化的线性色散关系

ω2=
D+1

M+coth(H)
, (20)

在本研究中,考虑到线性波频ω 和实际波频之间的

差别,假设

Ω/ω=ε。 (21)
其中无量纲项ε是大于1的常数。水弹性波的非线

性随着ε的增大而增强。
基于已有的线性结果,可以得到合适的解表达

与初始猜测解

ζm(X)=∑
+∞

m=1

[βmcos(mX)+γmsin(mX)],

(22)

ϕm(X,z)= ∑
+∞

m=1

[αmemzsin(mX)+εmemzcos(mX)

+θmz], (23)

ϕ0(X,z)=α0ezsinX, (24)

ζ0(X)=0。 (25)
其中αm、βm、γm、εm 和θm 是待求系数并且θ1+θ2+
…+θ∞=0,值得注意的是式(20)自动满足式(2)。

同时,为使数学模型封闭,建立如下方程

ζ1(mπ)-ζ1(nπ)=H, (26)
其中m 是偶数,n 是奇数,H 是入射波的波幅。用

总平方残差验证HAM的准确性

εT
m =

1
1+M∑

M

i=0

[(N1[Φ,η]|X=iΔX,z=η)2+

(N2[Φ,η]|X=iΔX,z=η)2]。 (27)
其中M 是整数,ΔX=π/M。在下文中,选择M=10。

3 近似解的迭代解

通过高阶形变方程,可以计算出近似解,前三阶

近似解的迭代如下。更高阶的迭代解由于数据的复

杂性在此省略。

ϕ1(X,z)=
Hε
2Ωe

zsinX, (28)

ζ1(X)=
H
2cosX+

H2ε2

8Ω2c0
, (29)

φ2(X,z)=-
Hε
4Ω
(-2+c0(2-2

Ω2

ε2+

H2ε2

4Ω2c02
))ezsinX, (30)

ζ2(X)=
HΩ
2εDc0τφsinX-

1
2
(-1+c0)

H2ε2

4Ω2c0
+
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H
2
(1+Dc0-

Ω2

ε2M
)cosX, (31)

φ3(X,z)=T1ezsinX -
1
8T2e2zsin2X +

T3ezcosX+T4e2zcos2X-T5, (32)

ζ3(X)=T6sinX +
H(T7+c02T8)
32ε4c02

cosX -

c0H
52cos2X-

Hε2

2336cos3X+T9, (33)

α0,0=-
Hε
2Ωc0

, (34)

其中

T1=
H(Q1+c0Q2)
128ε2Ωc04

, (35)

T2=
H[8ε2Ωc02+c0Hε4+8Ωc03(-ε2+Dε2-Ω2-Ω2me)]

16εc02
,

(36)

T3=-
DΩ2c02τφH

2ε2
,T4=-

DH2τφc0
16

,

T5=-
DH2τφc0
8 z, (37)

T6=
DHΩc0[2ε2+c0τφε2(1+2D)-2c0τφΩ2me]

2ε2
,

(38)
T7=16ε4Ωc02+32ε2Ωc03(Dε2-Ω2me),(39)
T8=-3Hε6+16[-(1+2D)ε2Ω2me+Ω4me

2+
Q3], (40)

T9=-
Hc0ε2[-1+2c0+c02(-2+2Ω2/c02)]

8Ωc02
,

(41)
Q1=64ε4Ωc04-8c03ε2Ω[Hε4+

16ε2Ωc02(ε2-Ω2)], (42)
Q2=Hε8+8Hε4Ωc0 2(ε2-Ω2)+64Ωc0 6[ε4

+ε2Ω2(-1+D)-Ω4me], (43)
Q3=ε2Ωc02[(1+D+D2)ε2-Ω2(1+D2τφ

2)]。
(44)

4 结果分析

在无量纲化的数值计算中,使用k=π/25,d=
0.2k≈0.0251,H=0.2k≈0.0251,ρe=917/1024,
υ=0.3,E=31305.7(即有量纲情况下 E=5×
109Pa),ε=1.0002[7],以上数据在不加特殊说明时

保持不变。
根据这些数值,计算了不同阶的总平方残差并

在下图展示其与c0 之间的关系。如图2所示,总对

数平方残差log10εT
m 在c0=-0.36左右取得最小值

-5.51,该结果证明了对于黏弹性板的非线性水弹

性响应,计算结果是正确且收敛的。根据图3,可知

黏弹性板形变ζ(X)的图像随着τφ 的增大波峰处

变平,波谷处变陡。在图4中,频率Ω 随着波幅H 的

增加而增加,这说明VLFS的水弹性响应的非线性随

着波幅H 的增大而增强。在图5(a)中,板挠度ζ(X)随
着波幅H 的增大明显增大;图5(b)展示了板挠度在不

同杨氏模量下的变化,可以发现板挠度随着板的杨氏

模量增加而减小;从图5(c)可以发现,板挠度ζ(X)随
着板厚度d 的增加而减少;根据图5(d),可知板挠度

ζ(X)随着无量纲系数ε的增加而增加,这说明如果使

用线性的色散关系,可能会低估非线性波波幅的变化。

图2 平方残差εTm 随c0 变化图

Fig.2 VariationofsquareresidualsεTmversusc0

图3 在不同τφ 下板挠度ζ(X)随X 的变化图

Fig.3 Variationofζ(X)versusXfordifferentτφ

图4 非线性波频Ω 随波幅H 的变化图

Fig.4 VariationofnonlinearwavefrequencyΩ
versusdifferentvaluesofH
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图5 在不同赋值下板挠度ζ(X)随X 变化图

Fig.5 Variationofζ(X)versusXfordifferentvalues

5 结 语

本工作将超大型浮式结构物(VLFS)模拟为黏

弹性薄板,运用同伦分析方法(HAM)解析地研究

了VLFS的非线性水弹性响应问题。首先运用行

波法将这个问题转化成一个定常问题。根据计算结

果,分析了几个重要物理参数对漂浮黏弹性板的水

弹性响应的影响。结果表明黏弹性板的挠度随着黏

弹性松弛时间的增大而减小。同时,黏弹性板的挠

度随着板的杨氏模量和厚度增大也会减小。但黏弹

性板的挠度会随着入射波波幅的增大而增大。此

外,近似的非线性色散关系表明,如果使用了线性的

色散关系,可能会大大低估漂浮在海洋上的 VLFS
的弹性形变。
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