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摘　要：本工作选取多种经典相关系数进行了对比研究，如Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数、Ｓｐｅａｒｍａｎ相
关系数、距离相关系数、最大信息系数及 ＨＨＧ相关系数。具体地，在不同数据规模及噪声水
平下，对线性、非线性单调、非单调、非函数等不同类型变量的相关性分别进行研究，得到各相
关系数的统计功效。通过分析发现，Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数、Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数更适合衡量线性、
非线性单调相关关系，最大信息系数则更适合衡量含有周期性的相关关系，ＨＨＧ则更适合衡
量非函数相关关系。本研究可为挖掘不同相关关系，提供相关系数选取依据。
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　　随着互联网、物联网、云计算等信息技术的迅猛
发展，信息技术与人类世界的各个方面相互交融，大
数据时代应运而生。人类的数据采集能力不断提
升，数据量每年增长约５０％，呈爆炸式增长，对数据
进行有效地分析与挖掘，将推动国家、企业乃至整个
社会的高效、可持续发展［１］。大数据时代的一个重
要的特点是数据量大、数据维数高，如何从海量的、

高维的数据中快速发掘数据的相关关系是一个重要

问题［２］。

数据间的关系可分为：确定性关系，即把特征或
者属性用变量表示，变量之间存在一一对应的映射
关系，该类关系为函数关系；不确定性关系，即一个
变量取一定值时，另一个变量由于受到随机因素的
影响，对应的值可能是几个，并且都是以不同的概率
出现，该类关系为相关关系。现实生活中，变量之间
的相关关系往往是非线性的，相关程度各有差异，如
何度量这样关系的强弱是人们关注的问题。

相关系数是衡量变量间相关关系强弱的重要指

标。这里的相关系数是总称，不按统计指标的名称
区分线性、非线性及复相关系数等，文中提到的具体
相关系数均采用特定名称。１８８８年，ＧＡＬＴＯＮ从
人类遗传学中提出了“相关”的概念；１９２０ 年，

ＰＥＡＲＳＯＮ提出了沿用至今的 Ｐｅａｒｓｏｎ 相关系
数［３］。至２０００年前，相关系数研究进展较慢，主要
适用于衡量两个变量间的线性或非线性单调相关关

系，例如 Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数［４］、Ｋｅｎｄａｌｌ相关系
数［５］、Ｈｏｅｆｆｄｉｎｇ’ｓ　Ｄ统计量［６］以及ＲＮＹＩ在１９５９
年提出的最大相关系数［７］等。２０００年之后，随着数
据量的增长，维数的增多，相关系数的研究得到了快
速发展，大量的相关系数的计算方法被提出，可适用
于衡量更复杂的相关关系，例如２００４年的基于互信
息的相关系数［８］、２００７年的距离相关系数［９］、２０１１
年的最大信息系数［１０］以及２０１３年的 Ｈｅｌｌｅｒ－Ｈｅｌｌ－
ｅｒ－Ｇｏｒｆｉｎｅ（ＨＨＧ）方法［１１］等。

对于高维数据间的相关性，目前常用的衡量方
法是距离相关系数和 ＨＨＧ方法，可度量任意维度
上的相关系数。此外，由于高维数据可看作是一个
样品含有多个属性，对具有高维特征的两个变量的
相关性进行衡量就相当于对两大类样品间的相关性

的衡量，因此也可采用遍历的方法分别计算。

本研究在总结相关系数计算方法的基础上，选
取五种经典的主流相关系数：Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数、

Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数、距离相关系数、最大信息系数
和 ＨＨＧ方法，通过对比分析不同高度复杂的数据
关系，给出了不同相关系数适用范围。

１　相关系数的定义与计算方法

１．１　相关系数类型
总体上，按计算方法，相关系数可以大致分为４

类［１２－１３］。

１）秩统计量法，即计算两个变量中每个观测值
的秩，对比两个变量秩统计量之间的共同变化趋势。

Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数是历史最悠久的、也是普遍应用
的秩相关系数。１９３８年ＫＥＮＤＡＬＬ引入协同的概
念，提出了τ相关系数。１９４８年，ＨＯＥＦＦＤＩＮＧ提
出的Ｄ统计量，是通过计算变量的联合秩统计量与
其各变量间边际秩统计量乘积的差异来衡量变量间

是否独立，即经样本计算所得的统计量大于某一阈
值，则拒绝两个随机变量是独立的假设，但是该检验
方式不对总体分布进行假设，因此是有偏的。

２）基于距离与核方法，这种方法是Ｐｅａｒｓｏｎ相
关系数的扩展，即仍然采用Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数的计
算方式，将其度量线性相关关系扩展到非线性相关
关系。如，２００５年ＧＲＥＴＴＯＮ等［１４］提出的希尔伯
特－施密特独立性准则（ＨＳＩＣ）方法，在计算互协方
差时引入核函数，通过计算协方差矩阵的特征值平
方和来衡量相关性，选取不同的核函数效果会有些
不同，但是能够保证ＨＳＩＣ（Ｘ，Ｙ）＝０时，Ｘ 和Ｙ 是
独立的。这一方法的一个重要进展是ＳＺＫＥＬＹ
等［１５］分别于２００７年和２００９年通过定义新型方差
计算方法，提出了距离相关系数。

３）分箱网格方法，即通过将Ｘ 和Ｙ 离散划分为
多个区域，在每个区域内应用经典统计方法或信息
论方法。２００４年，ＫＲＡＳＫＯＶ等［８］提出基于 Ｋ－近
邻距离算法划分网格的熵估计，使得互信息具有自
适应性和最小偏差；ＲＥＳＨＥＦ等［１６］在２０１１年、

２０１５年提出最大信息系数，是通过对双变量的散点
图进行最优分区，并取最大的信息熵作为相关系数；

２０１３年，ＳＵＧＩＹＡＭＡ等［１７］提出利用互信息维数衡
量随机变量间的相关性，这种方法可以看作是对最

２１１
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大信息系数的扩展；同年，ＨＥＬＬＥＲ等通过对数据
进行分区，形成多个２Ｘ２列联表，引入置换检验，以
提高相关关系衡量能力；２０１４年，ＷＡＮＧ等［１８］通过
计算局部相等的秩统计量来挖掘双变量间的相关关

系；２０１６年，ＺＨＡＮＧ［１２］将相关性与 Ｈａｄａｍａｒｄ变
换相结合，提出了二元扩展统计量和二元扩展检验
来衡量变量间的相关性；２０１７年，ＷＡＮＧ等［１９］提出
广义Ｒ２，这是对使用距离和划分网格方法的折中；

２０１８年，ＲＯＭＡＮＯ等［１３］提出随机信息系数，是通
过随机网格估计信息熵。

４）Ｋ－样本检验方法，用于检验样本是来源于某
个分布，同时，也可以应用到相关性检验。２０１２年，

ＧＲＥＴＴＯＮ等［２０］基于最大平均差异提出了核两样
本检验；２０１５年，ＪＩＡＮＧ等［２１］提出最优离散化的非
参数Ｋ－样本检验；２０１６年，ＨＥＬＬＥＲ等［２２］基于互
信息理论提出的一致无分布Ｋ－样本检验。

秩统计量法以及基于距离与核的方法，具有明
确的理论推导式，经常用于独立成分分析中，提取独
立变量成分；分箱网格方法，能更直观通过对散点图
划分网格呈现两个变量间的相关性，但是网格的划
分方式、划分数量都会影响到计算方式的时间复杂
度；Ｋ－样本检验方法，通过检验变量间的分布是否
相等来确相关性，更适用于检验分类型变量和连续
型变量之间的相关性［２３－２６］。

１．２　经典相关系数计算方法与检验

１．２．１　Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数

Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数是最经典的线性相关系数，

也是应用最广泛的相关系数。其计算方式是将协方
差除以标准差，剔除了两个变量量纲的影响，缩小到
了０到１之间，就得到了Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数（式１），

可以将其理解为标准化后的特殊协方差。

ρＰ＝
∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珡Ｘ）（Ｙｉ－珚Ｙ）

∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珡Ｘ）槡
２ ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｙｉ－珚Ｙ）槡
２

。 （１）

对Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数进行显著性检验，

Ｈ０：ρ＝０，Ｈ１：ρ≠０。
检验统计量为：

ｔＰ＝ ρＰ
ｎ－２
１－ρ

２
Ｐ槡 ～ｔ（ｎ－２）。 （２）

在给定的显著性水平α下，若拒绝原假设，则可
认为总体的两个变量存在线性相关关系，其中

ρＰ 越接近１，线性相关性越强。

１．２．２　Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数

Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数可看作是Ｐｅａｒｓｏｎ相关系
数衍生出的一种度量方法，该方法基于秩的理论，不
需要假设变量之间是线性关系，也不是对原始数据
直接进行计算，而是将原始数据的秩作为变量，计算

Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数。常用于推荐系统、经济分析、

公共管理、生物医疗等领域。

假设两个随机变量分别为Ｘ、Ｙ（也可以看做两
个集合），它们的元素个数均为ｎ，两个随机变量取
的第ｉ（１≤ｉ≤ｎ）个值分别用Ｘｉ、Ｙｉ 表示。对Ｘ、Ｙ
中的元素进行排序，得到两个元素排序后集合ｘ、

ｙ，将排序后集合ｘ、ｙ 中的元素对应相减得到一个
排序差分集合ｄ。已知样本数据，Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系
数的计算方式：

ρＳ＝１－
６∑

ｎ

ｉ＝１
ｄ２ｉ

ｎ（ｎ２－１）
。 （３）

其中ｄｉ＝ｘｉ－ｙｉ，１≤ｉ≤ｎ，元素ｘｉ、ｙｉ 分别为Ｘｉ
在Ｘ 中的排序以及Ｙｉ 在Ｙ 中的排序。

Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数的显著性检验与 Ｐｅａｒｓｏｎ
相关系数类似，在原假设成立的条件下检验统计量
为ｔｓ 近似服从自由度为ｎ－２的ｔ分布：

ｔｓ＝ ρＳ
ｎ－２
１－ρ

２
Ｓ槡 ～ｔ（ｎ－２）。 （４）

在给定的显著性水平下，若拒绝原假设，则可认
为总体的两个变量之间存在相关关系，Ｓｐｅａｒｍａｎ相
关系数 ρＳ 越接近１，两个变量间的相关性越强。

１．２．３　距离相关系数
距离相关，顾名思义，是基于范数（距离的度

量方式之一）的理论提出的，又类似于积矩协方差
和相关系数，是对经典的双变量相关性度量方法
进行的推广和扩展，在很大程度上克服了Ｐｅａｒｓｏｎ
相关系数不能度量非线性关系的弱点，常用于机器
学习、特征工程等领域。该方法从随机变量的特征
函数出发，定义了一个新的类似于加权２－Ｌ 的范
数，则两个随机变量Ｘ、Ｙ 的协方差称为距离协方
差，记为ｄｃｏｖ（Ｘ，Ｙ），距离标准差分别为ｄｃｏｖ（Ｘ）、

ｄｃｏｖ（Ｙ）。其距离相关系数ｄｃｏｒ（Ｘ，Ｙ）是对距离协
方差ｄｃｏｖ（Ｘ，Ｙ）的标准化。
在样本数据中，分别计算Ｘ、Ｙ 的欧几里得距离

矩阵，记为ａｋ，ｌ＝‖ｘｋ－ｘｌ‖，ｂｋ，ｌ＝‖ｙｋ－ｙｌ‖，其

中ｋ，ｌ＝１，２，…，ｎ；并记珔ａｋ·为距离矩阵ａｋ，ｌ的第ｋ

行平均；记珔ａ·ｌ为距离矩阵ａｋ，ｌ的第ｌ列平均；记珔ａ
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为距离矩阵ａｋ，ｌ的全平均；同理，可得珔ｂｋ·、珔ｂ·ｌ以及

珔ｂ。

通过上述定义，利用样本数据计算得到的距离
相关系数为

ｄｃｏｒ（Ｘ，Ｙ）＝ υ（Ｘ，Ｙ）

υ（Ｘ，Ｘ）·υ（Ｙ，Ｙ槡 ）
。 （５）

其中，Ａｋ，ｌ＝ａｋ，ｌ－珔ａｋ·－珔ａ·ｌ＋珔ａ，Ｂｋ，ｌ＝ｂｋ，ｌ－珔ｂｋ·－

珔ｂ·ｌ ＋珔ｂ，样 本 的 距 离 协 方 差 为 υ（Ｘ，Ｙ）＝

１
ｎ２∑

ｎ

ｋ，ｌ＝１Ａｋ，ｌＢｋ，槡 ｌ 。

距离相关系数的取值范围为０～１，当距离相关
系数等于１时，两个随机变量间存在完全相关关系；

当距离相关系数为０时，两个随机变量间不存在相
关关系，即相互独立。

使用距离相关系数对两个随机变量进行相关检

验，检验统计量为υ（Ｘ，Ｙ），使用置换检验来计算在
原假设成立的条件下的Ｐ 值。

利用距离相关系数对两个随机变量Ｘ、Ｙ 间的
独立性检验所提出的假设为

Ｈ０：ＦＸＹ（ｘ，ｙ）＝ＦＸ（ｘ）·ＦＹ（ｙ），

Ｈ１：ＦＸＹ（ｘ，ｙ）≠ＦＸ（ｘ）·ＦＹ（ｙ）。

对随机变量Ｘ、Ｙ 之间的相关关系进行检验，置
换检验过程如下：

１）在原假设的条件下，构造排列后的数据集
（ｘ１，ｙ＊

１ ），（ｘ２，ｙ＊
２ ），…，（ｘｎ，ｙ＊

ｎ ），其中ｘｉ 是原数

据列，ｙ＊
ｉ 是对ｙｉ 随机排列后的数据列；

２）对排列后的数据集（ｘｉ，ｙ＊
ｉ ），计算其检验统

计量υ（Ｘ，Ｙ）；

３）重复步骤１、步骤２多次（例如９９９次），分别
计算出每次排列后的检验统计量。

置换检验的Ｐ 值为：重复多次计算得出的检验
统计量υ（ｘ，ｙ＊）中大于等于原始数据的检验统计

量υ（ｘ，ｙ）的个数与重复次数的比值。

１．２．４　最大信息系数
最大信息系数（ｍａｘｉｍａｌ　ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｃｏｅｆｆｉ－

ｃｉｅｎｔ，ＭＩＣ）于２０１１年提出，是用于检测变量之间非
线性相关性的最新方法。其思想为：如果两个随机
变量之间存在某种关系，那么可以在两个随机变量
的散点图上划分出多个网格，对数据进行分区以封
装这种关系。因此，最大信息系数计算的关键有两
个方面：１）网格划分的数目，即在给定数据的散点图
上要划分成多少个分区；２）网格划分的位置，即若在

Ｘ 轴上划分ａ次，那么这ａ次划分点是如何设置在

ｘ轴上的。最大信息系数常用于生物信息、医学等
领域。

若已设定划分网格数和划分间隔点，则给定了
一种划分，计算该划分方式下的信息熵为

Ｉ（Ｄ，ａ，ｂ）＝∑
ａ，ｂ
ｆ（ｘ，ｙ）ｌｇ

ｆ（ｘ，ｙ）
ｆ（ｘ）ｆ（ｙ）

。 （６）

其中，Ｄ 为给定的数据集；ａ、ｂ是对这个数据集的划
分；ｆ（ｘ，ｙ）是该区域内的联合概率密度，ｆ（ｘ）、

ｆ（ｙ）分别为边际概率密度。

若确定了划分网格的数目，则通过改变网格的
划分间隔点的位置，就会得到不同的信息熵，记其中
最大的信息熵为ｍａｘＩ（Ｄ，ａ，ｂ）。为了方便在不同
维数之间进行比较，将其标准化，使其取值范围设置
在０到１之间。那么，最大信息系数定义为

ＭＩＣ（Ｄ）＝ｍａｘａｂ＜ｎ０．６
ｍａｘＩ（Ｄ，ａ，ｂ）
ｌｇ（ｍｉｎ｛ａ，ｂ｝）｛ ｝。 （７）

对两个随机变量进行的独立性检验，提出假设：

Ｈ０：ＭＩＣ＝０，

Ｈ１：ＭＩＣ≠０。

最大信息系数的检验统计量为ＭＩＣ（Ｄ），其置
换检验与上文中提到的距离相关系数的置换检验是

相同的。

１．２．５　ＨＨＧ

ＨＥＬＬＥＲ等［２２］提出了一个新的相关关系检验

方法，该方法基于秩的理论，依据距离的大小对原始
数据进行分区，从而形成多个２×２列联表，再进行
置换检验以确定数据间的相关关系。对于样本数

据，首先分别计算样本内各个个体间的距离ｄ（ｘｉ，

ｘｊ），ｄ（ｙｉ，ｙｊ），其中ｉ，ｊ∈｛１，２，…，ｎ｝。假设随机
变量Ｘ、Ｙ 是独立的并且存在连续的联合密度函数，

那么在样本（Ｘ，Ｙ）空间中存在一个点（ｘｉ，ｙｉ），分
别在该点周围有个半径为ｒ的空间，如果数据间存
在相关关系，那么在该空间的界限处Ｘ、Ｙ 的联合分
布是不等于边际分布的笛卡尔积。ＨＨＧ常用于遗
传学等领域。

相关关系显著性检验过程如下，定义：

Ａ１１（ｉ，ｊ）＝ ∑
ｎ

ｋ＝１，ｋ≠ｉ，ｊ
Ｉ｛ｄ（ｘｉ，ｘｋ）≤

ｄ（ｘｉ，ｘｊ）｝·Ｉ｛ｄ（ｙｉ，ｙｋ）≤ｄ（ｙｉ，ｙｊ）｝， （８）

Ａ１２（ｉ，ｊ）＝ ∑
ｎ

ｋ＝１，ｋ≠ｉ，ｊ
Ｉ｛ｄ（ｘｉ，ｘｋ）≤

ｄ（ｘｉ，ｘｊ）｝·Ｉ｛ｄ（ｙｉ，ｙｋ）＞ｄ（ｙｉ，ｙｊ）｝， （９）
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Ａ２１（ｉ，ｊ）＝ ∑
ｎ

ｋ＝１，ｋ≠ｉ，ｊ
Ｉ｛ｄ（ｘｉ，ｘｋ）＞

ｄ（ｘｉ，ｘｊ）｝·Ｉ｛ｄ（ｙｉ，ｙｋ）≤ｄ（ｙｉ，ｙｊ）｝， （１０）

Ａ２２（ｉ，ｊ）＝ ∑
ｎ

ｋ＝１，ｋ≠ｉ，ｊ
Ｉ｛ｄ（ｘｉ，ｘｋ）＞

ｄ（ｘｉ，ｘｊ）｝·Ｉ｛ｄ（ｙｉ，ｙｋ）＞ｄ（ｙｉ，ｙｊ）｝。 （１１）

其中，Ｉ｛·｝为示性函数。

Ｓ（ｉ，ｊ）＝
（ｎ－２）｛Ａ１２（ｉ，ｊ）Ａ２１（ｉ，ｊ）－Ａ１１（ｉ，ｊ）Ａ２２（ｉ，ｊ）｝２

Ａ１·（ｉ，ｊ）Ａ２·（ｉ，ｊ）Ａ·１（ｉ，ｊ）Ａ·２（ｉ，ｊ）
。

（１２）

其中，Ａｍ·（ｉ，ｊ）＝Ａｍ１（ｉ，ｊ）＋Ａｍ２（ｉ，ｊ），Ａ·ｍ（ｉ，

ｊ）＝Ａ１　ｍ（ｉ，ｊ）＋Ａ２　ｍ（ｉ，ｊ），ｍ＝１，２，ｎ为样本数量。
为检验随机变量Ｘ、Ｙ 之间的相关性，提出假

设：

Ｈ０：ＦＸＹ（ｘ，ｙ）＝ＦＸ（ｘ）·ＦＹ（ｙ），

Ｈ１：ＦＸＹ（ｘ，ｙ）≠ＦＸ（ｘ）·ＦＹ（ｙ）。
其中，Ｆ 为随机变量的分布函数。
检验统计量为

Ｔ＝∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
Ｓ（ｉ，ｊ）。 （１３）

对两个随机变量进行的独立性检验，ＨＨＧ的
置换检验与上文中提到的距离相关法的置换检验是

相同的。ＨＨＧ可以采用列联表φ相关系数衡量变
量间的相关程度：

φ＝
ｍａｘ　Ｓ（ｉ，ｊ）
ｎ－２槡 。 （１４）

２　统计功效分析

２．１　统计功效
统计功效（ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ　ｐｏｗｅｒ）是指在假设检验的

问题中，当原假设错误时，拒绝原假设的概率。其计
算公式为

ｐｏｗｅｒ＝
Ｐ（ｒｅｊｅｃｔ　Ｈ０｜Ｆａｌｓｅ（Ｈ０））＝１－β， （１５）

其中，Ｆａｌｓｅ（Ｈ０）表示原假设是错误的，β表示第二
类错误。

统计功效是检验某项实验有效性的一个很有用

的指标，功效越大，说明犯第二型错误的概率越小。

在实际研究工作中，功效值越大说明拒绝零假设越
有利，研究结果也越可靠。统计功效的设定一般为

０．８，将它作为计算的阈值。当假设检验中的Ｐ 值
小于０．０５且功效大于０．８时认为是有显著差异的。

２．２　统计功效的蒙特卡洛模拟
蒙特卡洛模拟，又称为统计模拟方法，是一类随

机方法的统称。这类方法的特点是，可以在随机采
样上计算得到近似结果，随着采样的次数增多，得到
的结果是正确结果的概率逐渐加大，最终会收敛于
实际值。本工作利用蒙特卡洛模拟计算统计功效，

是通过大量模拟次数中，原假设发生的概率小于给
定值（如０．０１，０．０５）的次数占比。

比较不同相关系数的衡量能力，本工作选取了
不同的样本量（１０、２０、３０、５０、１００、２００、５００）、数据类
型（线性、非线性单调、非单调、非函数）及噪声水平
等情景，比较不同相关系数的衡量能力。按照表１
所示的数学表达式随机生成模拟数据，图１展示本
文所选取数据类型的散点图。

表１　模拟数据数学表示

Ｔａｂｌｅ　１　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｉｍｕｌａｔｅｄ　ｄａｔａ

相关关系 数学表达式

Ｌｉｎｅａｒ　 ｙ＝ｘ

Ｐａｒａｂｏｌｉｃ　 ｙ＝４·（ｘ－１／２）２

Ｃｕｂｉｃ
ｙ＝１２８·（ｘ－１／３）３－
４８·（ｘ－１／３）２－
１２·（ｘ－１／３）＋２

Ｅｘｐ ｙ＝ｅ５ｘ

Ｆｏｕｒｔｈ　ｐｏｗｅｒ　 ｙ＝４·（ｘ２－１／２）２

Ｃｏｓ　 ｙ＝ｃｏｓ（１２ｘ）

Ｌｉｎｅａｒ／Ｐｅｒｉｏｄｉｃ　 ｙ＝ｓｉｎ（１０π·ｘ）＋ｘ

Ｓｉｎ（Ｆｏｕｒｉｅｒ　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ） ｙ＝ｓｉｎ（１６π·ｘ）

Ｓｉｎ（ｎｏｎ－Ｆｏｕｒｉｅｒ　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ） ｙ＝ｓｉｎ（１３π·ｘ）

Ｓｉｎ（Ｖａｒｙｉｎｇ　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ） ｙ＝ｓｉｎ（７π·ｘ·（１＋ｘ））

Ｈｙｐｅｒｂｏｌａ　 ｙ＝ １＋ｘ槡 ２

Ｃｉｒｃｌｅ　 ｙ＝ １－ｘ槡 ２

　　图１（ａ）表示两个变量之间存在线性单调相关
关系，图１（ｅ）表示两个变量之间存在非线性单调
相关关系，图１（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）、（ｆ）、（ｇ）、（ｈ）、（ｉ）、（ｊ）
表示两个变量之间存在非单调相关关系，图１（ｋ）、
（ｌ）表示两个变量之间存在非函数关系。对每个相
关关系在相同的噪声水平下，选取的样本量为１０、

２０、３０、５０、１００、２００、３００、５００，通过蒙特卡洛模拟，
计算得出５个相关系数的统计功效，结果如图２所
示。
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图１　基于蒙特卡洛方法随机生成的不同相关关系数据

Ｆｉｇ．１　Ｇｅｎｅｒａｔｅｄ　ｄａｔａ　ｗｉｔｈ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓ　ｒａｎｄｏｍｌｙ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ　ｍｅｔｈｏｄ

　　如图２所示，５种相关系数度量方法在具有线
性相关关系数据下的统计功效都为１，其中最大信
息系数在样本量为１０时，其统计功效较其他方法
低，但仍然高于０．８；具有非线性单调相关关系的数
据，５种相关系数度量方法的统计功效也为１；对于
非单调关系，如图２（ｃ）、（ｄ）、（ｇ）、（ｊ），Ｐｅａｒｓｏｎ相关

系数或Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数随着样本量的递增，其
统计功效也大于０．８，距离相关系数、最大信息系数
和 ＨＨＧ，在大样本情况下，可以度量出本研究中所
提到的所有非单调相关关系以及非函数相关关系，
对于小样本情况，如果数据中不存在明显的周期性，

ＨＨＧ的统计功效高于其他方法。
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图２　不同样本量下的统计功效

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ　ｐｏｗｅｒ　ｏｆ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｓａｍｐｌｅ　ｓｉｚｅｓ

　　在相同的样本量，不同的噪声水平下，如图３所
示，５种相关系数的统计功效与噪声水平呈反比；在
线性相关关系和非线性单调相关关系中，Ｐｅａｒｓｏｎ
相关系数、Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数和距离相关系数统计
功效优于最大信息系数和 ＨＨＧ的统计功效；对于

非单调相关关系，当数据中存在明显的周期性时，最
大信息系数的统计功效最高，ＨＨＧ的统计功效次
之，当数据中不存在周期性时，ＨＨＧ的统计功效高
于其他相关系数的统计功效；对于非函数相关关系，

ＨＨＧ的统计功效最高。
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图３　不同噪声水平下的统计功效

Ｆｉｇ．３　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ　ｐｏｗｅｒ　ａｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｎｏｉｓｅ　ｌｅｖｅｌｓ

　　由图４所示，可以根据想要挖掘的相关关系选
取不同相关系数。当数据量小于５０时，使用Ｐｅａｒ－
ｓｏｎ相关系数和Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数挖掘单调相关
关系，使用 ＨＨＧ方法挖掘非单调相关关系；当数据
量大于 ５０ 时，还是使用 Ｐｅａｒｓｏｎ 相关系 数 和

Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数挖掘单调相关关系，使用 ＨＨＧ
方法挖掘非单调相关关系，使用最大信息系数挖掘

周期性相关关系。由第二节中相关系数的计算方法
可知，ＨＨＧ方法需要提前计算出数据之间的距离，
因此当数据量过于庞大时，其计算过程有较高的空
间复杂度，同时，ＨＨＧ方法的检验统计量是通过对
数据的全局计算得到的，其时间复杂度也相对较高。
在选取不同的相关系数时，也需要将时间复杂度与
空间复杂度考虑在内。
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图４　基于不同数据规模和相关关系的相关数选取树

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ　ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ　ｔｒｅｅ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｄａｔａ　ｓｉｚｅｓ　ａｎｄ　ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓ

３　结　语

对比不同度量高度复杂的数据关系的方法，并
通过蒙特卡洛模拟得到不同相关系数的统计功效，
对不同类型数据关系度量方法的使用做出引导。

Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数和Ｓｐｅａｒｍａｎ相关系数更适合衡
量线性、非线性单调相关关系，最大信息系数则更适
合衡量含有周期性的相关关系，ＨＨＧ方法则更适
合衡量非函数相关关系。该研究可为挖掘不同相关
关系，提供相关系数选取依据。该工作主要研究的
是数值型变量间的相关关系，并未对分类型变量间
的相关系数，如φ相关系数、Ｖ 相关系数、γ相关系
数、λ相关系数等，进行对比总结。
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